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Several level set-based topology optimization methods have been recently proposed in which the boundaries of the
optimal configuration are implicitly represented using the level set function. These methods naturally overcome numerical
instability problems such as grayscale areas that typically appear in conventional topology optimization results. However,
since most of them update design variables by solving certain partial differential equations, they lack the flexibility to
deal with various constraints. This paper proposes a level set-based topology optimization method using mathematical
programming, which facilitates the handling of optimization problems that have several constraint functionals. The level
set function is updated using the Method of Moving Asymptotes (MMA), based on the sensitivities of the objective and
constraint functionals. First, topology optimization using level set boundary expressions based on the concept of the
phase field method is explained, and a new optimization algorithm for updating the level set function using mathematical
programming is then developed. To confirm the validity and utility of our method, we apply it to multi-constraint
optimization problems such as a minimum mean compliance problem that includes a stress constraint, and the design
of compliant mechanisms including a displacement constraint.
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現を用いたトポロジー最適化では，図 1に示すように，レベルセット関数 φ(x)を用いて，固定設計領域 D内の物
体領域 Ωと境界 ∂Ωを陰的に表現する．すなわち，次式に示すように，レベルセット関数の等位面により，物体
領域 Ωと境界 ∂Ωを表現する． 8>>><>>>:
0 < φ(x) 1 if 8x 2 Ωn∂Ω
φ(x) = 0 if 8x 2 ∂Ω













subject to G1(Ω(φ)) =
Z
Ω


















































infφ F(Ω(φ)) = l1(u) (6)
subject to a(u;v) = l1(v) for 8v 2U;u 2U (7)
G1(Ω(φ)) 0 (8)

























ここで，線形弾性体で，物体領域と空洞領域で構成される固定設計領域を Dとし，境界 Γuを完全拘束し，境界 Γ1
に表面力 tin，物体領域 Ωに物体力 bが作用したときの変位ベクトルを uとする．また，ε はひずみテンソル，E
は弾性テンソル，U は以下の式で定義される変位関数空間である．
U = fv = viei : vi 2 H1(D) with v = 0 on Γug (13)





ここで，σVMは，Von Mises応力，σmaxは局所的に与える応力制約の値で，式 (12)の µ は，局所的に与えた応力
制約値 σmaxを違反した応力に対する制約の大きさを決定するパラメータである．また，ψeは応力制約を緩和する
ための係数で以下の式で与えられる．








































































infφ F(Ω(φ)) = l2(u1) (20)
subject to a(u1;v)+ s2(u1;v) = l1(v) for 8v 2U;u1 2U (21)
a(u3;v) = l1(v) for 8v 2U;u3 2U (22)
G1(Ω(φ)) 0 (23)















性を表わす尺度である．境界 Γ1 に表面力 tin が作用し，(3)の要求を得るために出力側の境界 Γ2 にばね定数 kout
のばねを付加したときの変位ベクトルを u1とする．また，u3は，境界 Γ1に表面力 tin を負荷し，境界 Γ2 にばね
を付加しない場合の変位場である．G2 は，変位量を抑えたいの変形方向 t0out の変位量に制約を与えるために導入








































a(v;u1)+ s1(u1;v) = l2 (u1) for 8u1 2U;v 2U (29)















a(v;u3) = l3 (u3) for 8u3 2U;v 2U (32)







01 , µµ eρ
Compute sensitivities
Update level set function using MMA
Convergence?
Solve equilibrium equation using the FEM





Compute objective functional and
constraint functional
φ
































(1 d)+d ( w  φ < w)


















∂n = 0 on ∂Dn∂DN
φ = 1 on ∂DN
(35)









∂n = 0 on ∂Dn∂DN














˜φdD for 8 ˜φ 2 ˜Φ
φ = 1 on ∂DN
(37)
ここで， ˜Φは以下の式で定義される関数空間である．









4. 数 値 例
三つの数値例により，本研究で提案する方法の有効性を検討する．最適化計算に用いた物体領域のヤング率は






移幅 wを 1:010 3 とした．










上限値Vmaxは固定設計領域の 40%とした．また，正則化係数 τ の値を 1:010 4，ヘビサイド関数の遷移幅 wを
0:8，局所的な応力の上限値を 100MPa，µ = 20，ε = 0:1とした．
1.0m




Fig. 3 Design domain and boundary condition of model A
(a) Case 1
Initial configuration Step 50 Step 100 Optimal configuration
(b) Case 2
Initial configuration Step 50 Step 100 Optimal configuration
(c) Case 3
Initial configuration Step 50 Step 100 Optimal configuration
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Fig. 4 Optimal configurations and shape evolution for different τ values: (a)τ = 7:0  10 4, (b)τ =
3:010 4 , (c)τ = 7:010 5






1.0m Fixed design domain D 0.05 m
N/m100.1 6×
0.1 m
Fig. 5 Design domain and boundary condition of model B

















Fig. 6 Comparison of optimal configurations and stress distributions: (a) without stress constraint, (b) with
stress constraint







Von Mises stress distributionDensity distribution





Fig. 7 Comparison of density distributions and stress distributions: (a) optimization results with stress
constraint, (b) distributions after removing grayscale areas
応力が低減できていることが確認できた．
ここでは，ヘビサイド関数の遷移幅 wを 0:8としたため，最適構造にグレースケールが含まれており，実際に
は製造が困難な構造が得られている．そこで，最適構造においてヘビサイド関数の遷移幅 wを 1:010 3 として
グレースケールを除去した場合の検討を行う．図 7(a)に最適構造の密度分布と Von Mises応力分布の比較を示す．







容される体積の上限値Vmaxは固定設計領域の 40%とした．また，正則化係数 τ の値を 1:010 4，ヘビサイド関
数の遷移幅 wを 0:8，局所的な応力の上限値を 250MPa，µ = 20，ε = 0:1とした．








としてグレースケールを除去した場合の検討を行う．図 10(a)に最適構造の密度分布と Von Mises応力分布の比較









Fig. 8 Design domain and boundary condition of model C
























Fig. 9 Comparison of optimal configurations and stress distributions: (a) without stress constraint, (b) with
stress constraint
Von Mises stress distributionDensity distribution
(a) Case 7
(b) Distributions after removing grayscale areas of Case 7





















Fig. 10 Comparison of density distributions and stress distributions: (a) optimization results with stress




重 tin を作用させる．また，右端上部にダミーベクトル tout で示した方向の柔軟性の最大化を図る．ここでは，許
容される体積の上限値Vmaxを固定設計領域の 35%，正則化係数 τ の値を 3:010 5とした．また，ヘビサイド関
数の遷移幅 wを 1:010 3 とした．
図 12に，最適構造と変形図を示す．Case 8では体積制約のみを制約として与え最適構造を求めた．また，Case
9では，体積制約に加え，ダミーベクトル toutで示した方向に直交する方向 t0outの変位量に制約を与えるため，t0out



















Fig. 11 Design do ain and boundary condition of model D
Optimal configuration Deformed shape
(a) Case 8
Optimal configuration Deformed shape
(b) Case 9
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